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摘要：将加工的数学模型由去除函数与驻留时间的卷积过程转变为去除矩阵与驻留时间向量的乘积过程，从而将驻留时

间的计算变为线性方程的求解。因测量误差而引入的噪声导致了方程的病态，传统的数值计算方法失效，因此，用Ｔｉｋ

ｈｏｎｏｖ正则化对建立的模型进行求解。采用了无须任何先验知识的自适应方法选取正则化参数。对同一组数据采用其

他的驻留时间算法进行计算并对比，精度提高了３０％以上。最后对一组面形数据使用实际参数进行了模拟加工，加工

后的ＰＶ、ＲＭＳ的收敛比率分别达到０．４８，０．６２，满足实际驻留时间的求解要求。该方法稳定收敛，精度高，设置灵活，是

一种较实用的驻留时间算法。
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１　引　言

　　计算机控制光学表面成形技术（ＣＣＯＳ）是本

世纪７０年代初期美国Ｉｔｅｋ公司的 Ｗ．Ｊ．Ｒｕｐｐ提

出的一种新型光学加工技术。在大口径、高陡度

非球面（特别是离轴非球面）的加工中，这项技术

具有非常重要的作用和地位。其工作原理是根据

定量的面形检测数据，选择合适的加工参数，用计

算机控制一个小磨头，以特定的路径、速度和压力

在光学表面运动，实现对光学元件进行研磨或抛

光，并通过控制磨头与工件间的相对压力，速度及

磨头在工件表面的驻留时间来控制材料的去除

量［１］。现在国内外的ＣＣＯＳ抛光理论模型大多

是基于Ｐｒｅｓｔｏｎ方程，即材料的去除率正比于磨

头相对工件的压力和速度。在实际加工中，为简

化控制，一般采用固定的压力和磨头转速而只控

制驻留时间。从而ＣＣＯＳ的加工过程可以描述

为：表面材料去除量等于磨头的去除函数（磨头在

单位时间内的材料去除量）与驻留时间函数沿磨

头移动路径的卷积［２］。

由上面的介绍可知，驻留时间函数的求解可

以看成是一个反卷积的数学过程。国内外常见的

驻留时间函数求解的方法有迭代算法和傅里叶变

换法。迭代算法［３］采用数值计算中常用的逐渐逼

近法，先赋给驻留时间一个初始值（一般取残差分

布），再计算卷积后的残余误差并得到一个新的驻

留时间函数，如此反复，直到满足收敛条件。它的

缺点是迭代的收敛速度较慢，而且在某些情况下

会因发生振荡而无法收敛。傅里叶变换法［４］利用

时域的卷积计算等同频域的乘积计算的特性，先

将材料去除量、去除函数进行傅里叶变换，两者相

除得到驻留函数的傅里叶变换式，再做傅里叶逆

变换即可。它的计算量相对迭代方法小，但是对

接近零的去除函数进行傅里叶变换会出现困难。

计算中的某些参数需要经验设定，且计算结果大

多是正负交替，需要进行特殊处理，不能保证一定

收敛。

本文从线性代数的角度，把加工的数学模型

由驻留时间函数与去除函数的卷积过程转变为去

除矩阵与驻留时间向量的乘积过程。由于实际面

形测量值、加工的驻留点都是离散分布的，把卷积

离散化为矩阵代数是十分贴近工程实际的。并

且，考虑到测量中不可避免的误差，驻留时间函数

的求解变为一个典型的病态不适定问题。本文使

用了Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法对病态方程进行求

解，保证了驻留时间解的稳定性，并使用不需要任

何先验知识的自适应法选取了正则化参数。最后

对实际加工中的一组数据进行了模拟加工，取得

了理想的收敛效果。

２　模型建立

２．１　去除函数
［５］

ＣＣＯＳ的去除函数通常是先进行理论计算再

通过工艺试验改进而得到的，具体形式与磨头的

运动方式有关。磨头在平动的同时围绕定轴转

动，称作平转动。平转动工作下的磨头在对光学

表面进行加工时，特别是对非球面面形进行加工

时，与被加工表面的吻合程度相对较好，且由于平

转动时磨头上各点的线速度相同，因而磨头各点

的磨损情况相同。因此，平转动是ＣＣＯＳ中较常

用的磨头运动方式。本文的公式推导和模拟加工

部分也是以平转动为例的。它的去除函数可以表

示为：

犚（狉′）＝
２犲犓狆ａｒｃｃｏｓ（

狉′２＋犲２－狉２

２狉′犲
）

２π犲犓

烅

烄

烆 狆

狉－犲＜狉′≤狉＋犲

０≤狉′≤狉－犲，

（１）

上式中狉为磨头的半径，犲为偏心距，狉′为去除点

与磨头平转动中心的距离，犓 为比例系数，狆为接

触压力。

图１　磨头平转动去除特性曲线

Ｆｉｇ．１　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆｐｏｌｉｓｈｉｎｇｐａｄ

图１表示的是磨头的理论去除特性曲线。在狉′＝

狉－犲处，特性曲线有一个突变，这样的去除函数

会使加工后的面形高频误差增大。为解决这个问

题，在实际加工中，磨头与运动机构之间采用球铰

连接，使磨头具有一定的随动自由度。为简化计
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算，驻留时间的求解仍使用理论去除函数。

２．２　模型公式推导

在实际加工中，磨头平转动的轴对应着工件

上的轨迹点，这些点称为驻留点，是一个离散的点

序列。对现有的大多数的面形测量方法［６７］而

言，测量的结果也都是离散的，加工去除的结果实

际上只在这些点是可表征的，称为去除点。根据

式（１），当磨头驻留在点犃（狓犱，狔犱）时，磨头对在去

除范围内的点犅（狓犻′，狔犻′）处的单位时间去除量

为：

犚（狓犱，狔犱；狓犻′，狔犻′）＝犚（狉′）

狉′＝ （狓犻′－狓犱）
２＋（狔犻′－狔犱）槡

２

若磨头驻留犃 点处的时间为犇（狓犱，狔犱），则

磨头驻留犃（狓犱，狔犱）点时对点犅（狓犻′，狔犻′）的总的

材料去除量为：

犈（狓犻′，狔犻′）＝犚（狓犱，狔犱；狓犻′，狔犻′）犇（狓犱，狔犱）

令狀狋为驻留点的数量，狀狉 为去除点的数量。

则全部的驻留点对点犅（狓犻′，狔犻′）的去除总量可以

表示为和式：

犈（狓犻′，狔犻′）＝∑

狀狋

犽＝１

犚（狓犽，狔犽；狓犻′，狔犻′）犇（狓犽，狔犽）

由上述分析，将卷积计算转化为矩阵乘积计

算［８］。引入去除矩阵犚、驻留时间向量犱、残差去

除量向量犲，其中犲的第犻个元素为去除点（狓犻′，

狔犻′）处的残差犲犻＝犈（狓犻′，狔犻′）；同理有：犱犽＝犇（狓犽，

狔犽），为磨头在第犽个驻留点处的驻留时间。

犚犻，犽＝犚（狓犽，狔犽；狓犻′，狔犻′），为磨头驻留点（狓犽，

狔犽）处对去除点（狓犻′，狔犻′）的单位时间去除量。

则加工的模型变为去除函数矩阵与驻留时间

向量的乘积：

犚犱＝犲， （２）

上式中矩阵或向量的大小犲为狀狉×１，犱为狀狋×１，

犚为狀狉×狀狋。

由上面的分析可知，去除函数矩阵犚中的每

一个元素都代表着一个驻留点对一个去除点的单

位时间去除量，代表着驻留点、去除点及去除函数

的信息。加工的模型由驻留函数与去除函数的卷

积过程转变为去除矩阵与驻留时间向量的乘积过

程。因此，驻留函数的求解变为式（２）的矩阵方程

求解。

３　模型求解

　　 由上面的分析可知驻留时间即为式（２）所确

定的代数方程的解。但在实际操作中，不能由式

（２）直接解得驻留时间，其原因主要是在实际加工

中，驻留点和去除点大多都是均匀分布的，所以不

可避免使犚奇异或接近奇异。而且通过实际加

工数据发现，犚的条件数很大，即由式（２）得到的

方程是一个典型的病态不适定问题（Ｉｌｌｐｏｓｅｄ

Ｐｒｏｂｌｅｍ）。即当数据有微小变化时，将导致解出

现不可接受的误差。而残差去除量犲是经过测量

得到的，不可避免地带有一定的测量误差，如果还

按照求解线性方程组的传统数值解法如高斯消去

法、ＬＵ或ＱＲ分解等解法求解方程组，则可能得

到毫无意义的结果。同样的，对式（２）采用最小二

乘法所求得的解在物理上也常常是不能接受的。

３．１　犜犻犽犺狅狀狅狏正则化

驻留时间的计算是一个典型的病态不适定问

题，对于此类病态问题的求解，应遵循以下原则：

（１）放弃精确求解的思路，转而寻找解的近似估计

值；（２）加入额外的信息以帮助求解。人们把求解

病态不适定型反问题的理论和方法称为正则化方

法。为解算这类病态方程，许多学者提出和发展

了各种有效的数值方法，其中最著名的方法是学

者Ｔｉｋｈｏｎｏｖ以第一类算子方程为基本数学框

架，创造性地提出并得到深入发展的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ

正则化方法［９１０］。其基本思想是使用一簇与原问

题相邻近的适定问题去逼近原问题的解。与仅考

虑数据残差的最小二乘法不同，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化

是一种兼顾残差和解的能量的方法，它的基本形

式为：

ｍｉｎ
犱
‖犲－犚犱‖

２
２＋α·‖犔犱‖（ ）２２

其中α为正则化参数，一般为正数。当犔取单位

阵时，称其为标准 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化。它等价于

求解：

（犚犜犚＋α犐）·犱＝犚
犜犲， （３）

用奇异值分解进行上式的分析：

犱＝∑
狀

犻＝１

σ
２
犻

σ
２
犻 ＋α

·狌
犜
犻犲

σ（ ）
犻

·狏犻

可以看到，α在上式中的作用是降低病态不

适定问题中部分极小奇异值对应奇异向量所在方

向上的噪声干扰。经过正则化后，方程右端噪声

得到一定程度的抑制，方程有稳定解，可使用普通

的线性方程组求解方法求出。

在正则化方法过程中，正则参数α起调节因

子的作用，α越大，求解过程的稳定性越好，但同
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时与原问题的偏差加大，降低了解的分辨率及其

与原问题的接近程度。若α较小，则起不到稳定

求解过程的作用，被放大的噪声也会使解的精度

降低。为说明α对驻留时间结果的影响，选用了

一组面形数据进行计算，计算结果见图２。通过

比较，可以看出不同的α对加工后的面形产生的

影响。

图２　不同α对应的ＲＭＳ结果

Ｆｉｇ．２　ＲＭＳｖａｌｕｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔα

实际上，α的意义并不仅仅是数学上的。它

代表着总的加工去除时间与加工后残差的权重度

量，一个优秀的α值代表着加工去除时间和加工

残余误差较好的分配方式，具有较高的加工效率。

在总的加工去除量相差不多（甚至更小）的情况

下，较合理的α值能够获得更好的加工后面形。

所以在实施正则化方法的过程中，确定合适的正

则化参数是十分重要的。

３．２　正则化参数

选择合适的正则化参数是一个重要且非常困

难的问题，各国的学者做了很多的深入研究。通

常有所谓先验的（ｐｒｉｏｒ）和后验的（ｐｏｓｔｅｒｉｏｒ）两种

策略，不少先验的策略具有理论分析价值，但在实

际中常常难以验证其赖以施用的条件，因而关于

确定正则参数的后验策略的研究更为普遍和实

用。

在各种后验正则化参数确定方法中，不需要

任何先验知识的Ｌ曲线法
［１２］得到了广泛应用。

Ｌ曲线法是数学领域发展较为成熟的方法，是一

种纯数学意义上的方法，不需要先验知识，并且具

有较强的鲁棒性。具体操作如下：以ｌｇ‖犱犽‖２

作纵坐标，以ｌｇ‖犲－犚犱犽‖２ 作横坐标，以正则化

参数α为参变量绘出曲线图，该方法的典型特征

是尺度图形中出现一条明显的Ｌ形曲线。α的最

优值位于曲线拐点处，曲线此处的曲率最大。虽

然Ｌ曲线法具有很好的数值结果，但是它的计算

量过大，考虑到求解的时间限制，本文没有采用

Ｌ曲线法，而只是作为求解结果的参考。

本文引入一种自适应的正则参数选取方

法［１１］，使正则化参数朝着无因次噪声能量最小化

的方向进行修正，无论迭代的初值如何选择，总可

以自动修正到最优值。基于正则化参数α的特

点：α为一正数；α随着‖犲－犚犱‖
２
２ 的增大而增

大；α随着‖犱‖
２
２ 增大而减小。因此令：

α犽＋１＝ｌｎ
‖犲－犚犱犽‖

２
２

‖犱犽‖
２
２

＋（ ）１ ， （４）

α犽＋１为第犽＋１次迭代的正则化参数；犱犽 为第犽次

迭代的α犽 对应式（３）所求的方程解；迭代过程中，

当 相 邻 两 次 求 解 结 果 的 差 异 很 小，如

‖犱犽＋１－犱犽‖
２／‖犱犽‖

２
≤１０

－６时就终止α的迭

代。

说明：（１）正则化解中的元素仍有可能出现负

值，这显然违背了时间的非负性。因此，必须进行

相应处理，将负元素置零。例如，若α犽 对应的犱犽

中含有负元素，将负元素置零后得到的犱＋犽 替换

犱犽，并代入式（４）迭代得到新的α。

（２）这里的迭代是指正则化参数α寻优计算，

最优的α得出后，通过求解式（３）即可得到驻留时

间向量。

需要说明的是，由式（４）并不能得到最优的正

则化参数。但是，其最终结果与由犔曲线法确定

的最优正则化参数的结果相差不大，下表即为几

组数据的计算结果比较：

　　由表１可以看出，两种方法得到的α值有所

差异，但是没有出现不同数量级的情况。而对应

的α计算出的驻留时间模拟加工结果的ＲＭＳ值

则相当接近，差异在２％以内。两者在计算上的

花费却是相差很大的，以对式（３）进行求解的次数

为单位：Ｌ曲线法为２１、２１、３１次，本文方法为３、

４、６次。综合考虑计算花费以及最终结果，本文

所使用的自适应正则化参数选择方法更为适用。

表１　两种正则化参数选择方法的结果比较

Ｔａｂ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒ

ｃｈｏｏｓｉｎｇｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｌｃｕｒｖｅ 本文方法

第一组数据 α＝０．０６３／ＲＭＳ＝６４３．４ α＝０．０３９／ＲＭＳ＝６３２．１

第二组数据 α＝０．２５２／ＲＭＳ＝２９１．５ α＝０．２３５／ＲＭＳ＝２９２．１

第三组数据 α＝０．００７９／ＲＭＳ＝１３．１９α＝０．００７５／ＲＭＳ＝１３．２５
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４　实验仿真

４．１　算法对比

为说明本文算法在求解精度上的优点，采用

相同的磨头去除函数和相同的初始面形误差，分

别用傅里叶算法以及迭代算法计算驻留时间及其

残余误差的大小，然后和本文提出的基于矩阵和

正则化方法的驻留时间算法的结果进行了对比。

图３是经过以上各种驻留时间算法计算后的

残余误差分布图。傅里叶变换法的结果不够理

想，可能和需要经验选取的权重系数有关。经过

计算，三种算法的最终ＲＭＳ收敛比分别为０．３８、

０．５和０．６７，均满足实际加工的计算精度要求。

本文算法结果ＰＶ，ＲＭＳ收敛比分别为０．４３，０．

６７，相对傅里叶算法和迭代算法的结果均有提高。

（ａ）初始面形ＰＶ＝１．２２λ，ＲＭＳ＝０．２４λ

（ａ）ＩｎｉｔｉａｌｓｕｒｆａｃｅｓｈａｐｅＰＶ＝１．２２λ，ＲＭＳ＝０．２４λ

（ｂ）傅里叶变换法结果ＰＶ＝１．０２λ，ＲＭＳ＝０．１５λ

（ｂ）ＲｅｓｕｌｔｏｆＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍＰＶ＝１．０２λ，ＲＭＳ＝０．１５λ

（ｃ）迭代算法结果ＰＶ＝０．８９λ，ＲＭＳ＝０．１２λ

（ｃ）ＲｅｓｕｌｔｏｆｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍＰＶ＝０．８９λ，ＲＭＳ＝０．１２λ

（ｄ）本文算法结果ＰＶ＝０．６９λ，ＲＭＳ＝０．０８λ

（ｄ）ＲｅｓｕｌｔｏｆｍａｔｒｉｘｂａｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍＰＶ＝０．６９λ，

ＲＭＳ＝０．０８λ

图３　几种算法的结果对比

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

４．２　模拟加工

驻留时间作为ＣＣＯＳ加工中重要的控制参

量，其求解的过程必须考虑到实际加工情况。因

此，选用了由干涉仪测出的抛光阶段的面形数据

并使用实际加工参数在ＰＣ上进行模拟加工。工

件为１０８０ｍｍ×８１０ｍｍ的体育场形，初始的面

形数据为ＰＶ５９５．５ｎｍ，ＲＭＳ４８．３ｎｍ。使用平

转动的工作方式，根据实际加工经验选择磨头半

径为４０ｍｍ，偏心距为２８ｍｍ。为了控制加工中

出现的“边缘效应”［１２］，磨头露边最多不超过磨头

直径的１／３，图４表示的是模拟加工的驻留点轨

迹。

首先根据２．２节的方法，得到去除矩阵，然后

通过式（４）计算正则化参数α，α的初值选择一个
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较大的能使问题有稳定解的数值，如α＝１，经过

七次迭代，得到最优的α＝０．０６９。将驻留时间结

果代入式（２）得到模拟加工后的面型数据 ＰＶ

３１０．１ｎｍ，ＲＭＳ１８．６ｎｍ。模拟计算结果ＰＶ、

ＲＭＳ收敛比分别为０．４８、０．６２，满足实际加工要

求。

工件边缘部分的残差依然很大，主要原因是

磨头的行程受限而无法对工件边缘进行充分加

图４　模拟加工的驻留点轨迹

Ｆｉｇ．４　Ｐａｔｈｏｆｔｈｅｄｗｅｌｌｐｏｉｎｔｓｉｎｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

（ａ）初始面形

（ａ）Ｉｎｉｔｉａｌｓｕｒｆａｃｅｓｈａｐｅ

（ｂ）模拟加工后的面形

（ｂ）Ｓｕｒｆａｃｅｓｈａｐｅａｆｔｅｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

（ｃ）初始面型干涉图

（ｃ）Ｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｍａｐｏｆｉｎｉｔｉａｌｓｕｒｆａｃｅｓｈａｐｅ

（ｄ）模拟加工后的干涉图

（ｄ）Ｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｍａｐｏｆａｆｔｅｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

图５　模拟加工结果及干涉图

Ｆｉｇ．５　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｍａｐｓ

工。它和工件边缘磨头压强的不均匀分布一起称

为边缘效应，通过驻留时间修正边缘效应将是进

一步的工作之一。

５　结　论

　　 在ＣＣＯＳ中，驻留时间的计算是一个十分重

要的环节，一定程度上决定了最后加工的结果。

本文提出的基于线性代数的驻留时间算法，把加

工的数学模型由卷积过程转变为去除矩阵与驻留

时间向量的乘积过程，经过这样的处理后，就可以

利用现阶段已经很成熟的矩阵运算技术在ＰＣ机

上实现驻留时间的求解。矩阵方程的求解过程中

使用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化来消除矩阵方程的不适定

性，获得了稳定的解。与迭代算法和傅里叶变换

法的结果进行了比较，本文方法的求解精度的提

高均超过了３０％。最后使用实际加工参数模拟

加工结果的 ＰＶ、ＲＭＳ收敛比分别为０．４８和

０．６２，说明本文方法是一种稳定可靠且十分可行

的驻留时间算法。
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本文提出的基于线性代数的驻留时间算法方

法稳定收敛，精度高，设置灵活，其优点简述如下：

（１）求解过程中使用了正则化的方法，使驻留

时间求解过程稳定收敛。

（２）虽然本文的推导和模拟过程是基于平转

动方式的，但此方法对于任意形状的去除函数和

工件都适用。

（３）对驻留点和去除点的分布没有什么特殊

要求，并不需要一致，可以根据实际需要分别设置

和调整驻留点和去除点的位置。

（４）去除函数矩阵的每个元素的物理意义简

单明了，表示单个驻留点对单个去除点的单位时

间去除量，因此通过修改矩阵元素来解决ＣＣＯＳ

中的变去除函数的驻留时间问题方便可行。
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